
 

Κτίριο 1: Γραμβούσης 5 & Καγιαμπή, Κέντρο Ηρακλείου, τηλ./fax: 2810 285 726 

Κτίριο 2: Λεωφόρος Κνωσού 187, Άγιος Ιωάννης, τηλ: 2810 212 333,  www.1na.gr 

 

ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ HMEΡΗΣΙΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

 ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΝΕΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΩΝ 2020 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 76 

 

Α2. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 104 

 

Α3.  

α) Ψ 

β) Για παράδειγμα η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥3, 𝑥 ∈ ℝ , η οποία είναι παραγωγίσιμη 

και γνησίως αύξουσα στο ℝ, όμως για κάθε 𝑥 ∈ ℝ είναι 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 ≥ 0. 

 

Α4.  

α) Λάθος 

β) Σωστό 

γ) Σωστό 

δ) Σωστό 

ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και g είναι αντίστοιχα 𝛢𝑓 = (1,+∞) και 𝛢𝑔 = ℝ. 

Η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔 ορίζεται για  

{

𝑥 ∈ 𝐴𝑔
𝜅𝛼𝜄

𝑔(𝑥) ∈ 𝐴𝑓

⇒ {
𝑥 ∈ ℝ
𝜅𝛼𝜄
𝑒𝑥 > 1

⇒ {
𝑥 ∈ ℝ
𝜅𝛼𝜄
𝑥 > 0

 

Οπότε 𝛢𝑓∘𝑔 = (0,+∞) με τύπο 

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) =
𝑒𝑥 + 2

𝑒𝑥 − 1
 

 

Β2. Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ (0,+∞) τέτοια ώστε (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥1) = (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥2) ⇒ 

𝑒𝑥1 + 2

𝑒𝑥1 − 1
=
𝑒𝑥2 + 2

𝑒𝑥2 − 1
⇒ (𝑒𝑥1 + 2)(𝑒𝑥2 − 1) = (𝑒𝑥2 + 2)(𝑒𝑥1 − 1) ⇒ 

𝑒𝑥1+𝑥2 − 𝑒𝑥1 + 2𝑒𝑥2 − 2 = 𝑒𝑥1+𝑥2 − 𝑒𝑥2 + 2𝑒𝑥1 − 2 ⇒ 

3𝑒𝑥1 = 3𝑒𝑥2 ⇒ 𝑒𝑥1 = 𝑒𝑥2 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 
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Οπότε η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔 είναι ‘1-1’ δηλαδή αντιστρέφεται. 

 

Για 𝑥 > 0, θέτω  

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑦 ⇔
𝑒𝑥 + 2

𝑒𝑥 − 1
= 𝑦 ⇔ 𝑒𝑥 + 2 = 𝑦𝑒𝑥 − 𝑦 ⇔ 

𝑦𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 𝑦 + 2 ⇔ (𝑦 − 1)𝑒𝑥 = 𝑦 + 2 

Για 𝑦 ≠ 1 είναι  

𝑒𝑥 =
𝑦 + 2

𝑦 − 1
  (𝟏) 

Όμως για  

𝑥 > 0 ⇔ 𝑒𝑥 > 1 ⇔
𝑦 + 2

𝑦 − 1
> 1 ⇔

𝑦 + 2

𝑦 − 1
− 1 > 0 ⇔

𝑦 + 2 − 𝑦 + 1

𝑦 − 1
> 0 

⇔
3

𝑦 − 1
> 0 ⇔ 𝑦 > 1 

 

Οπότε για 𝑦 > 1 η (1) γράφεται 

𝑙𝑛𝑒𝑥 = ln
𝑦 + 2

𝑦 − 1
⇔ 𝑥 = ln

𝑦 + 2

𝑦 − 1
 

Άρα είναι  

(𝑓 ∘ 𝑔)−1(𝑥) = ln
𝑥 + 2

𝑥 − 1
, 𝜇휀  𝑥 > 1 

 

Β3. Για 𝑥 > 1 η φ παραγωγίσιμη με 

𝜑′(𝑥) =
1

𝑥 + 2
𝑥 − 1

⋅ (
𝑥 + 2

𝑥 − 1
)
′

=
𝑥 − 1

𝑥 + 2
⋅
𝑥 − 1 − 𝑥 − 2

(𝑥 − 1)2
=

−3

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
< 0 

για κάθε 𝑥 > 1, οπότε η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο (1,+∞). 

 

Β4. Είναι 

lim
𝑥→1+

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→1+

ln (
𝑥 + 2

𝑥 − 1
) = lim

𝑢→+∞
𝑙𝑛𝑢 = +∞,   

γιατί αν θέσω 𝑢 =
𝑥+2

𝑥−1
 και 𝑥 → 1+ τότε 𝑢 → 𝑢0 όπου  

𝑢0 = lim
𝑥→1+

𝑥 + 2

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

[(𝑥 + 2) ⋅
1

𝑥 − 1
] = 3 ⋅ (+∞) = +∞, 𝛿𝜄ό𝜏𝜄 

lim
𝑥→1+

(𝑥 − 1) = 0  𝜅𝛼𝜄  𝑥 − 1 > 0 𝛾𝜄𝛼 𝑥 → 1+ 

και 
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lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln (
𝑥 + 2

𝑥 − 1
) = lim

𝑢→1
𝑙𝑛𝑢,   

γιατί αν θέσω 𝑢 =
𝑥+2

𝑥−1
 και 𝑥 → +∞ τότε 𝑢 → 𝑢0 όπου  

𝑢0 = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 2

𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥
= 1 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού f συνεχής στο πεδίο ορισμού της τότε συνεχής και στο 𝑥0 = 0. Δηλαδή 

𝑓(0) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)   (𝟏) 

Είναι 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(
1

1 − 𝑥
− 𝑙𝑛𝜆) = 1 − 𝑙𝑛𝜆 

και 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝜂𝜇𝑥 + 𝜆𝜎𝜐𝜈𝑥) = 𝜆 

 

Αντικαθιστώντας στην (1) προκύπτει ότι 

1 − 𝑙𝑛𝜆 = 𝜆 ⇔ 𝜆 + 𝑙𝑛𝜆 − 1 = 0  (𝟐) 

 

Θεωρώ συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 𝑙𝑛𝑥 − 1, με 𝑥 > 0. 

Παρατηρώ ότι 𝑔(1) = 0. 

Η g συνεχής στο (0,+∞) και παραγωγίσιμη με 𝑔′(𝑥) = 1 +
1

𝑥
> 0, για κάθε 𝑥 > 0. 

 

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞), οπότε και 1–1, δηλαδή η 𝑥 = 1 μοναδική 

ρίζα. 

 

Επομένως (2) ⇒ 𝑔(𝜆) = 𝑔(1)
1−1
⇔ 𝜆 = 1 

 

Γ2. Είναι 

𝑓(𝑥) = {

1

1 − 𝑥
, 𝑥 ≤ 0

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥, 0 < 𝑥 <
3𝜋

2

 

Είναι 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0−

1
1 − 𝑥

− 1

𝑥
= lim
𝑥→0−

1 − 1 + 𝑥

𝑥(1 − 𝑥)
= lim
𝑥→0−

1

1 − 𝑥
= 1 
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και 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0+

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

𝑥
= lim
𝑥→0+

(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+
𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

𝑥
) = 1 + 0 = 1 

Επειδή 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= 1 

τότε 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= 1 ⇒ 𝑓′(0) = 1 

Αφού η f παραγωγίσιμη στο 0 τότε ορίζεται εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 

f στο Α. 

Ισχύει ότι 휀𝜑𝜃 = 𝑓′(0) ⇒ 휀𝜑𝜃 = 1 ⇒ 𝜃 =
𝜋

4
. 

 

Γ3. Για 𝑥 < 0 η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

𝑓′(𝑥) =
1

(1 − 𝑥)2
> 0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝑥 < 0. 

Για 0 < 𝑥 <
3𝜋

2
 η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥. 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝜂𝜇𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝑥 ⇒ 휀𝜑𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 +
𝜋

4
, 𝜇휀 𝑘 ∈ ℤ. 

Αφού 𝑥 ∈ (0,
3𝜋

2
) τότε 𝑥 =

𝜋

4
 και 𝑥 =

5𝜋

4
. Άρα, τα κρίσιμα σημεία της 𝑓 είναι τα 

𝐴 (
𝜋

4
, 𝑓 (

𝜋

4
)) και 𝐴′ (

5𝜋

4
, 𝑓 (

5𝜋

4
)). 

 

Γ4. Η εξίσωση της εφαπτομένης στο Μ είναι η  

𝑦 − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) ⇔ 𝑦 −
1

1 − 𝑎
=

1

(1 − 𝑎)2
(𝑥 − 𝑎)       (휀) 

Για 𝑦 = 0 έχουμε 

−
1

1 − 𝑎
=

1

(1 − 𝑎)2
(𝑥 − 𝑎) ⇒ 𝑥 = 2𝑎 − 1. 

Ισχύει ότι 𝑥𝐵(𝑡) = 2𝑎(𝑡) − 1 και το σημείο τομής με τον άξονα 𝑥′𝑥  είναι το  

𝐵(2𝛼(𝑡) − 1,0) 

 

Παραγωγίζοντας έχουμε 𝑥𝐵
′ (𝑡) = 2𝑎′(𝑡) = −

2

3
𝑎(𝑡). 

 

Για 𝑡 = 𝑡0 προκύπτει ότι  
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𝑥𝐵
′ (𝑡0) = −

2

3
⋅ 𝑎(𝑡0) = −

2

3
⋅ (−1) =

2

3
 𝜇𝜊𝜈/𝑠𝑒𝑐 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Η 𝑓 είναι 2φορές παραγωγίσιμη στο ℝ ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2𝑥 − 𝑒 και 𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2 > 0. 

Εφαρμόζω θεώρημα Bolzano για την 𝑓′ στο [0,1]. 

 Η 𝑓′ είναι συνεχής στο [0,1] ως άθροισμα συνεχών. 

 𝑓′(0) = 1 − 𝑒 < 0 

𝑓′(1) = 2 > 0. 

Αφού ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε 𝑓′(𝑥0) = 0. 

 

Αφού 𝑓′′(𝑥) > 0, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ, η 𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

Άρα, η ρίζα 𝑥0  είναι μοναδική. 

Για 𝑥 < 𝑥0
𝑓′↗
⇔ 𝑓′(𝑥) < 𝑓′(𝑥0) ⇔ 𝑓′(𝑥) < 0.  

Για 𝑥 > 𝑥0
𝑓′↗
⇔ 𝑓′(𝑥) > 𝑓′(𝑥0) ⇔ 𝑓′(𝑥) > 0.  

Οπότε η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 𝑥0. 

 

Ισχύει 𝑓′(𝑥0) = 0 ⇔ 𝑒𝑥0 + 2𝑥0 − 𝑒 = 0 ⇔ 𝑒𝑥0 = 𝑒 − 2𝑥0. 

 

Άρα, 𝑓(𝑥0) = 𝑒 − 2𝑥0 + 𝑥0
2 − 𝑒𝑥0 − 1 = 𝑥0

2 − (𝑒 + 2)𝑥0 + 𝑒 − 1. 

 

Δ2. Από τον ορισμό του ελαχίστου προκύπτει ότι 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0), με την ισότητα να ισχύει 

για 𝑥 = 𝑥0. 

Ισχύει,  

−1 ≤ 𝜂𝜇 (
1

𝑥 − 𝑥0
) ≤ 1 ⇔ 

1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
− 1 ≤

1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
+ 𝜂𝜇 (

1

𝑥 − 𝑥0
) ≤ 1 +

1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
 

 

Είναι 

lim
𝑥→𝑥0

(
1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
− 1) = +∞ 

και 
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lim
𝑥→𝑥0

(
1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
+ 1) = +∞ 

 

αφού lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)) = 0 και 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) > 0 κοντά στο 𝑥0. 

Άρα από Κριτήριο Παρεμβολής 

lim
𝑥→𝑥0

(
1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
+ 𝜂𝜇 (

1

𝑥 − 𝑥0
)) = +∞ 

 

Δ3. Θεωρώ την συνάρτηση 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥 − 𝑥0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 1]. 

 Η φ είναι συνεχής στο [𝑥0, 1] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

 𝜑(𝑥0) = 𝑓(𝑥0) < 0 διότι 𝑥0 < 1
𝑓 ↗
⇔ 𝑓(𝑥0) < 𝑓(1) ⇔ 𝑓(𝑥0) < 0 

 𝜑(1) = 𝑓(1) + 1 − 𝑥0 = 1 − 𝑥0 > 0 

 

Οπότε 𝜑(𝑥0)𝜑(1) < 0 άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜌 ∈ (𝑥0, 1) 

τέτοιο ώστε 𝜑(𝜌) = 0 ⇒ 𝑓(𝜌) + 𝜌 = 𝑥0. 

 

Η φ είναι παραγωγίσιμη με 𝜑′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) + 1 > 0, για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥0, 1). 

 

Άρα η φ είναι γνησίως αύξουσα στο [𝑥0, 1] οπότε η ρίζα ρ μοναδική. 

 

Δ4. Εφαρμόζω Θ.Μ.Τ για την f στο [𝑥0, 𝜌]. 

 Η f είναι συνεχής στο [𝑥0, 𝜌] 

 Η f παραγωγίσιμη στο (𝑥0, 𝜌) 

 

Άρα από Θ.Μ.Τ. υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (𝑥0, 𝜌) τέτοιο ώστε  

𝑓′(𝜉) =
𝑓(𝜌) − 𝑓(𝑥0)

𝜌 − 𝑥0
=
𝑥0 − 𝜌 − 𝑓(𝑥0)

𝜌 − 𝑥0
= −1 +

𝑓(𝑥0)

𝑥0 − 𝜌
 

 

Για κάθε 𝜅 ∈ (𝜌, 1) είναι 

𝑥0 < 𝜉 < 𝜌 < 𝜅 < 1
𝑓′↗[𝑥0,+∞)
⇔       𝑓′(𝜉) < 𝑓′(𝜅) ⇔ 𝑓′(𝜅) > −1 +

𝑓(𝑥0)

𝑥0 − 𝜌
⇔ 

𝑓′(𝜅) + 1 >
𝑓(𝑥0)

𝑥0 − 𝜌

⋅(𝑥0−𝜌)<0
⇔      (𝑥0 − 𝜌)(𝑓

′(𝜅) + 1) < 𝑓(𝑥0) ⇔ 

𝑓(𝜌)(𝑓′(𝜅) + 1) < 𝑓(𝑥0) 



                            ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
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